( Bu bolimde islenecek olan konularin, matematik miifredat
programindaki yeri altta gosterilmistir. )
11. 1. 1. 4. Kosullu onermeyi ac¢iklar, kosullu 6nermenin karsitini,

tersini, karsit tersini yazar ve dogruluk tablosu kullanarak denk olanlari
gosterir.
(p=>qg=p'Vq oldugudogruluk tablosu yardimiyla gosterilir. )
( Ve, veya, ya da, ise baglaclari kullanilarak verilen en fazla iki onerme
iceren ve en fazla dort bilesenli bilesik 0nermelere denk basit 6nermeler
buldurulur. )

11.1.1.5. IKi yonlii kosullu 6nermeyi aciklar.
(peq=(p=>9qg) A(q=p ) oldugu dogruluk tablosu ile gésteri-
lir. )

11.1.1. 6. Sozel olarak veya sembolik mantik dilinde verilen bilesik
onermeleri birbirine donusturtir.

11.1.1.7. Totoloji ve celiskiyi orneklerle aciklar.



11.1.2. Acik Onermeler ve Ispat Teknikleri

Terimler : Acik onerme, her, bazi, tanim, aksiyom, teorem, hipotez,
hilkiim, ispat, timevarim.

Sembol ve Gosterimler: 3, V

11.1.2.1. Her ( V )vebaz1 ( 3 ) niceleyicilerini 6rneklerle aciklar.
( Sozel olarak verilen ve niceleyici iceren acik onermeler sembolik
mantik diliyle; sembolik mantik diliyle verilen ve niceleyici iceren acik
onermeler de sozel olarak ifade edilir. )

11.1.2.2. Acik onermeyi ve dogruluk kiimesini orneklerle aciklar.
( Denklem ve esitsizliklerin acik 6nerme oldugu vurgulanir. )

11.1.2.3. Tanim, aksiyom, teorem ve ispat kKavramlarini a¢iklar, bir
teoremin hipotezini ve hiikmiinu belirtir.

11. 1. 2. 4. Mantik kurallarini basit teoremlerin ispatlarinda kullanir.
( AKksine ornek verme, karsit ters, dogrudan ispat ve celiski yoluyla ispat
teknikleri verilir. )

11. 1. 2. 5. Timevarim yontemi ile ispat yapar.



4,) Ise d)’a:&zcz ( = ) ( Kosullu Onerme )

p ve q iki onerme olsun. Bu 6nermelerin ise baglaci ile baglan-
masi sonucunda olusan bilesik onermeye “ kosullu 6nerme ” adi
verilir.

Babasi Ali'ye, “ T1p fakiiltesini kazanirsan sana araba alacagim. ”
diyor.

p : “ Ali tip fakiiltesini kazandi. ”

q : “ Babasi arabayi aldi.” onermelerini alalim.

P q|P=4q

1 1 1 Tibb1 kazanirsa babasi arabayi alir.

1 0 0 Tibb1 kazanirsa babasi arabayi almaz.

0 1 1 Tibb1 kazanmazsa da babasi arabayi alabilir.
0 0 1 Tibb1 kazanmazsa babasi arabay1 almaz.




‘Not: p = q bilesik 6nermesinde; p dogru q yanlhs iken sonuc

yanlis, diger durumlarda ise sonu¢ dogrudur.

Soru: A) (1=0)'=(0V1')=7?

B) 1=[(0=0)A(0YO0)']

1
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Soru: p:“x <0 durumunda x? > 0 olur.” ve

a“"

q:“x?% =4 icin x = 2’dir.” 6énermeleriicin q = p onerme-
sinin dogruluk degerini bulunuz.



Ornek :

P=q =0 ve rAs= ise (r'Vq)=(pY¥s)=?




Soru: p'=(qVr')=0ise (pAq)' =r1=?




Soru :

(p'=q)'Ar'=1ise [pA(q'=T1)]" =7



Tamim: p = q onermesinin dogruluk degeri 1 ise bu kosullu

onermeye “ gerektirme” adi verilir.
1

1
Soru: p:“23<3%2” ve q:"“ = > ” dnermeleri icin

p = q onermesinin bir gerektirme olup olmadigini kontrol ediniz.



Soru: p:“(2/3)"2=9/4"ve q:“3Y—27 =-3" obner-
meleriicin q' = p oOnermesinin bir gerektirme olup olmadigini
kontrol ediniz.

Kosullu Onermenin Karsiti, Tersi, Karsit Tersi
p = q bilesik 6nermesinin karsit1 q = p ’dir.

p = q bilesik onermesinin tersi p' = q ' 'dir.
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Ome/é . “Bir u¢genin kenarlari es ise i¢ acilar1 da birbirine esittir.”
p = q oOnermesinin Kkarsity, tersi ve karsit tersini bulunuz.

Karsiti :

Tersl:

Karsit tersi :

Soru: “x =2 ise 3x + 1 = 7 'dir. ” onermesinin karsit tersini
bulunuz.

~11 ~



da denkligin ispati1 yapilabilir.

Kosullu Onermenin Ozellikleri :
1) p=q=q' = p' denkligi saglanir. Asagidaki tablodan

P

q

P

q

P=4q

q' =p’

¥+¥2) p = q = p' V q denkligi saglanir. Tablo cizerek de
denkligin ispat1 yapilabilir.
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Ome/é p' = p oOnermesinin denkligini siz bulunuz.

Omeé_: (p=>q)Vp=?
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Soru :

Soru :

PA(P=q') =?

[(PAq)=Dp] =7
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Soru :

Soru :

[(p=q) Aq] =7

(qg"=p) V(I(p=q) =7
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b) ,) Ancak Ve ﬂncaé_@a:lhcz ( © ) ( Iki Yonlii Kosullu Onerme )

[{§ »

p = q Onermesiile karsitiolan q = p oOnermesinin “ve
baglaci ile baglanmasi sonucu olusan bilesik 6nermeye “iki yonlii
kosullu onerme ” adi verilir.

P qgq=(p=>q)A(q= p ) olarakalinir.

Asagidaki tabloyu dolduralim.
P<q

1

Pp| 9 | pq|q=p| (P=q)A(q=p)
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Not: p < q oOnermesinin sonucunda; p ile q’nun degeri ayni

olma durumunda sonu¢ 1, farkli olma durumunda ise sonuc¢ 0
olarak alinir.

Soru: [1'"(0V 1)]'Y(00) =7
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Soru: p=1,q=0 ver=1 ise
(pVq)'s[rr=(p'Aq)]=?
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Soru :

(p=q) ' Ar'=l1lisers(q ' Ap)=7?
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Soru .
[ (pAr)]'=q=0ise (pVr')(qAp)' =7
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Soru: (pVq)eq=(p = q) oldugunu gosteriniz.
( Ancak ve ancak baglacinin acilimindan elemanlar diizenlenerek

istenene ulasilir. Ama islem uzun ve karisiktir. Bunun yerine
denkligi tablodan ispatlamak daha kolaydur. )
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TJamum: p < q ikiyoénlii kosullu 6nermesinin dogruluk degeri 1

ise bu O0nermeye “ cift gerektirme ” adi verilir.

Soru: p : “ Cift asal say1 yoktur. ” ve q : “ Negatif sayinin cift
kuvvetinin sonucu pozitif tam say1 olur. ”© onermeleriicin q © p'
onermesinin ¢ift gerektirme olup olmadigini kontrol ediniz.
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Soru: p=0,q'=1ver=1 ise
Ire(rre p)]l e (p = q) onermesinin cift gerektirme
olup olmadigini kontrol ediniz.
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Soru: (pVq)e (p'Aq') onermesinin cift gerektirme olup
olmadigini kontrol ediniz. ( Ancak ve ancak baglacinin acilimindan
veya tablodan sonucu bulmak da mimkiindiir. Ama iki parantez
arasindaki bagi gorebilirseniz ¢oziumii bulmak daha kolaydir. )
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Iki Yonlii Kosullu Onermenin Ozellikleri :

1) pe q=q' © p' denkligi saglanir. Istenirse tablodan da

denkligin ispat1 yapilabilir.

wi2) p e p = 1

\

Y,

denklikleri

saglanir.
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Soru :

Soru :

(pep)e(1esp)=E7?

[(0=p)A(1e=q)]'Vq=E?
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Acik Onermeler

Tanmum : ( Acik Onerme ) Icerisinde en az bir degisken bulunan

ve degiskenin durumuna gore dogru ya da yanhs hiikiim bildiren

ifadelere “acik onerme ” adi verilir.
Acik onermeyi dogru yapan degerlerin kiimesine “ dogruluk

kumesi” adi verilir.
Ome/é . Asagidaki ifadelerden hangisi ya da hangileri acik oner-

medir ?
p : “ Istanbul Tiirkiye’'nin yiiz él¢iimii olarak en biiyiik ilidir. ”

q: “x€Z,3x-6=11"

r : “ Bugiin hava yagish olacakmis. ”

12

s : “ x ve y dogal say1 olmak lizere x = 3y ’dir.
~ 28~



Ome.{_: Pp(x):“xXx€Z,x?%<4"” acik onermesini dogru
yapan X degerlerini bulunuz.

1

Soru: s:“ x vey dogal sayl olmak iizere x = 3y 'dir.
onermesini dogru yapan X ve y degerlerini bulunuz.

acik
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Soru: p:“x€Z, x* -5x-24=0" acik 6nermesinin
dogruluk kiimesini bulunuz.

Niceleyiciler
Oniine geldigi elemanlarin coklugunu belirten “ bazi ( en az bir)

ve her ” ifadelerine “ niceleyiciler ” adi verilir.
Her sozciigii ile biitiin, ttim, tamami sozciuikleri ayni anlama gelir.

Her kelimesi yerine ¥V sembolii kullanilir.

Bazi1 so6zciigii en az bir anlamindadir. En az bir yerine 3 Sembo-

li kullanilr.
~30 ~



)

Ome.{ . p : “ Bazireel sayilar sifirdan buiyuk veya sifira esittir. ’

sozlii olarak verilen onermeyi sembolik mantik diliyle yazip oner-
menin dogruluk degerini bulalim.

p:“dx€eR,x=0" olarakyazilir.

Ornegin, 5 € R olup 5 = 0’dir. Dolayisiyla p = 1 ’dir.
Soru: p :“ Her x dogal sayis1 0’dan biiyiiktiir. ” ve
q : “ En az bir tam sayinin karesi 4’ tiir. ” sozlii olarak verilen

onermeleri sembolik mantik diliyle yazip, 6nermelerin dogruluk
degerlerini bulunuz.
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Soru: p:“I3x€eR,x*+1=0"ve q:“VX€EZ,x*20"
sembolik mantik diliyle verilen onermeleri sozlu olarak yazip,
onermelerin dogruluk degerlerini bulunuz.
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p bir acik onerme ise p 'nin degili p ' ile gosterilir.
Asagidaki tabloda bazi sembollerin degili verilmistir.

Her ve Bazi Niceleyvicilerinin Degili :

Sembol

<

>

<

2

|

A

Degili
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>
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>

<

|

=
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Ome/é p:“dxe€eR,3x-6=0" onermesinin degilini bulu-

nuz.
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Soru: p:“Vx€eN, x?<1"” onermesinin degilini ve degilinin
dogruluk degerini bulunuz.
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4

Soru: p:“Vxe€Z,2x=4"A“IxeN,—>1" éner-

X
mesinin degilini ve degilinin dogruluk degerini bulunuz.
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Soru: p:“3Ix€Z,x*<0”VvV “Vx€eR,x??>x3" éner-

mesinin degilini ve degilinin dogruluk degerini bulunuz.
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Soru: p:“Ix€ER,x+3=5"=>“IxeEN,/x =25"
onermesinin degilini ve degilinin dogruluk degerini bulunuz.
(p=q=p'Vq idi.)
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Soru: p:“3I1x€Z,x*-4=0" = “Eskenar dortgenin tiim

124

kenarlari birbirine esittir. © onermesinin Kkarsit tersini bulup, kar-
sit tersinin dogruluk degerini bulunuz.

~ 38 ~



Tanum, Aksiyom, Teorem ve Ispat Kavramlar

Her bilim dalinin kendine 0zgii anlam icerek sozciikleri ve
dolayisiyla bir dili vardir. Bu sozciiklerin her birine o bilim dalinin
“terimi ” ad1 verilir.

Dortgen, aci, fonksiyon, denklem v.b. kKavramlar birer
matematiksel terimdir ve baska matematiksel terimler yardimiyla
tanimlanabilir. Bu tir terimlere “ taniml terimler ” denir.

Ancak; nokta, dogru, diizlem v.b. terimleri tanimlamak her
zaman mumkKiin degildir. Bu tiir terimlere de “ tanimsiz terimler ”
adi verilir. Tanimsiz terimler genellikle sezgilerimizle ve ¢cevremiz-
de bulunan cesitli ornekler tizerinden kavranabilir.

Ome/é . “Kiime, ui¢gen, polinom, aci, uzay, 1sin, cember, asal say1”
terimlerinden tanimli ve tanimsiz terimleri belirleyiniz.
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Not : lyibir tanimda olmasi gereken ozellikler sunlardir:

e Tanimli ve tanimsiz terimlerden yararlanmalidir.
e Herkes icin acik, anlaml ve tutarh olmahdir.

Soru: Asagidaki ifadelerden, iyi tanim olanlari belirleyiniz.

A ') Biitiin kenarlari birbirine esit olan diizgiin cokgene “eskenar
ucgen ” adi verilir.

B ) Sadece kendisine boliinebilen sayilara “ asal say1” adi
verilir.

C) Dogruya da yanhs kesin hiikiim bildiren ifadelere “ 6nerme ”
adi verilir.

D ) Herhangi dort noktanin birlestirilmesiyle olusan dortgene

“kare ” adi verilir.
~ 40 ~



Tanim : Dogrulugu ispatsiz olarak kabul edilen 6nermelere

“aksiyom” denir. Dogrulugu ispatlanmasi gereken onermelere ise
“teorem " adi verilir.

Soru: Asagida verilen ifadelerden aksiyom ile teorem olanlari
yanlarina belirtiniz.

A) Tum dik acilar esittir.

B ) Bir tek sayimnin c¢ift kuvveti yine bir tek sayiyi verir.

C) Bir buitiin, kendisini olusturan parcalardan daha buyuktiir.

D ) Bir karmasik sayinin esleniginin eslenigi yine kendisine esittir.
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Tanim : Dogrulugu ispatlanmasi gereken 6nermelere teorem adi

verilir demistik. Bir teoremin verilen Kismina “ hipotez " ( varsa-
yim ), ispatlanacak olan Kismina ise “ hiikiim ” ( yarg1 ) adi verilir.

Omelé . Asagida verilen teoremlerin hipotez ve hiikimlerini

belirleyip, mantiksal sembol ile yaziniz.
A ) IKi cift sayinin toplami cift sayidur.

Hipotez: p : X ve y cift sayidir.
Hukiim : q : X + y cift sayidrr.
Teorem: p = q: Xveyciftise x + y cift sayidir.

B ) Bir dogal sayinin ardisigi yine bir dogal sayidir.
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Ispat Yontemleri
Bir teoremin dogrulugunu bulmada kullanmilan yontemdir. Ispat
kavrami; mantiga ait kurallar1 kullanir ve bu baglamda tanim, hipo-
tez, aksiyom veya her biri daha onceden ispatlanmis teoremlerden
yararlanir. Ispat cesitleri iki gruba ayrilr.

1 ) Tiimd'engeﬁm . Kesin sonug¢ veren akil yurutmeye “ timden-
gelim ” ad1 verilir. Genelden 0zele ya da yasalardan olaylara gecis
seklindeKki akil yuriutmedir.

jzl,) (Do,v"mc{an fspdt Yontemi: Dogrudan ispat, en temel ispat
cesididir.Dogrulugu ispatlanacak onerme; baska tanim onerme,
hipotez, aksiyom veya dogrulugu onceden ispatlanmis teoremler
yardimiyla mantik kurallari icerisinde dogrudan ispatlanir.

Bir teoremin hipotezinin dogrulugundan hareketle, teoremin
hikmiiniin de dogru oldugunun gosterilmesine “ dogrudan ispat
yontemi ” ad1 verilir.
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Soru: “Bir cift sayinin karesi cittir. ” 6nermesini ispatlayiniz.

( x cifttam sayisin1 a € Z icin x = 2a olarak alalim. Kisa vol:

Onermenin dogrulugu icin sarta uygun say1 verilir ve sonu¢ kontrol
edilir. )
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B ) (DOlZlyﬁ fspat Yontemi: Bir teoremin kendisini ispatlama

yerine, teoremin dogrulugunu gosteren bu teoreme denk baska bir
onermenin dogrulugunu ispatlamaya “ dolayl ispat yontemi ” adi
verilir. Kendi icinde ui¢ gruba ayrilir.

1. }lé_sine Omeé_‘Verme fspat Yontemi: Bir 6nermeni dog-
ru olmadigini aksi bir ornek ( sart1 saglamayan ) vererek ispatlama-
ya “ aksine ornek verme yoluyla ispatlama ” denir.

1. Karsit Tersle Ispat Vontemi: Bir teoremin hitkmiiniin
degilinden hareketle, teoremin hipotezinin degilini elde etmeye
“ karsit tersle ispat ” denir.

i1, _Celiskiyle Ispat Yontemi: Bir teoremin hipotezinin
dogru oldugu varsayilip, hiltkmiiniin degilinin hipotez ile celistiginin
gosterilmesine “ celiskiyle ispat ” denir.
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2 ) Tiimevarum fspdt Yontemi: Bir 6nermenin; genellikle tiim
dogal sayilar icin ya da bazen sonsuz bir siranin tiim elemanlari
icin, dogru oldugunu gostermek uizere kullanilan bir matematiksel

yontemdir. Yontem teknigi altta sirasi ile verilmistir.

n € Z" icin P ( n ) onermesi verilsin.

i. n=1 icin P (1) dogruolsun.

ii.h k€Z',n=Kk icin P ( k) dogru olsun.

iiii. n=k+ 1 icinde P(k + 1 )’dedogruise her n € Z*
icin P ( n ) onermesi dogru olur.

Bu ispat yontemine “ matematiksel timevarim ilkesi ” adi verilir.

~ 46 ~



n.(n+1)

Ome.{_: 1+2+3+...+(n-1)+n-=

2
onermesini V n € Z* icin saglandigini tiimevarim yontemiyle

ispatlayiniz.
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Soru: vneZ"icin (x.y)"=x"
yontemiyle ispatlayiniz.

. y" oldugunu tiimevarim
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